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» 1. Soluzioni della disequazione di secondo grado

Una disequazione di secondo grado si presenta in una delle seguenti forme:

ax’+bx+c>0; ax*+bx+c=>0; ax’+bx+c<0; ax’*+bx+c<0
Per risolverla innanzitutto supponiamo che il coeficiente di x* sia positivo. Se cosi non fosse, basta

cambiare segno a tutti i termini e quindi il verso della disequazione; per esempio, per risolvere la
disequazione —2 x*+3x—1>0 sipuo risolvere la disequazione 2 x*—3 x+1<0 .

Quindi si risolve I'equazione associata, cio¢ si sostiruisce il segno della disequazione con l'uguale. Si passa
cioé da una disequazione del tipo a x*+bx+c>0 all'equazione ax’+bx+c=0

Possono presentarsi tre casi.

1. L'equazione ¢ spuria: «x’+5x=0 . Questa equazione ammette sempre due radici reali e distinte,
di cui una ¢ sempre 0. Ricordiamo che l'equazione si risolve mettendo x a fattor comune
x(ax+b)=0 e applicando la legge di annullamento del prodotto, da cui ricaviamo
x=0 V ax+b=0—-x=—— | Chiamiamo
a

le due radici x; € X,. Analogamente a quanto X1 X2

fatto nelle disequazioni di primo rgado,

poniamo  separatamente  ogni  fattore ‘ ___________________________

maggiore di 0 e confrontiamo i segni dei ~~ ‘

singoli fattori. Le soluzioni saranno

L. x<x,Vx>Xx, soluzioni esterne se la + - +
disequazione ¢ ax’+bx>0 ,
analogamente X<x,Vx>x, seladisequazione¢ ax’+bx=0 .

II. x,<x<x, soluzioni interne se la disequazione ¢ ax’+bx<0 , analogamente

X, <x=<x, seladisequazioneé ax’+bx<0 .
Esempi
2 . 2
B 3x—2x>0 soluzioni x<0v x>
) o 1
[ | 5x"+x<0 soluzioni —gs)cso

L'equazione & pura: ax’+¢=0 . Possono esserci due situazioni:

I. ¢<0, in questo caso l'equazione ammette due radici opposte: xm:i\/% : si torna al caso
precedente e siha x<x,Vx>Xx, seladisequazione ¢ ax’+¢>0 oppure X<X <X, se
la disequazione & ax’+c<0

II. ¢>0: l'equazione non ammette soluzioni reali; il binomio ax’+¢ ¢ la somma di un quadrato
pil un numero positivo, pertanto ¢ sempre positivo. Di conseguenza la disequazione

ax’+c¢>0 avra soluzioni per ogni x reale, mentre ax’+c<0 non avra nessuna soluzione
reale.
Esempi
B x’—420 soluzioni X<=2Vx=2
[ x’—9<0 soluzioni —3<x<3
B X+4>0 soluzioni V xeR
[ x*+9<0 soluzioni nessuna valore reale.
3. L'equazione ¢ completa: ax’+bx+c=0 . Si calcola il valore del discriminante A=b"—4ac

A seconda del suo segno possono presentarsi tre casi:

Primo caso A>0 lequazione ammette due radici reali e distinte; il trinomio si scompone in
a(x—x,)(x—x,) .Poiché abbiamo supposto a & positivo il segno del trinomio ¢ dato da
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+ - +

Per cui la disequazione ax’+bx+c>0 ¢ verificata per valori esterni alle soluzioni, cioé
X<x,Vx=x, ; mentre la disequazione ax’+bx+c<0 & verificata per valori interni alle
soluzioni, cio¢ X =X=X,

Esempi
M x'-3x—4>0; soluzioni dell’equazione associata X, =—1V x,=4 _ Soluzioni della
disequazione: x<—1V x>4 .
m  x"—3x—4<0 ,inquesto caso le soluzioni della disequazione saranno —1<x<4 .

Secondo caso A=0 in questo caso le radici dell'equazione associata sono coincidenti X,=X, , pertanto
il trinomio si scompone in a(x—x, . Poiché a & positivo e il quadrato ¢ positivo o al piu nullo si
possono verificare quattro casi:

i a(x—x,’>0 ¢&verificata VxERAx#x,

ii. a(x—x,)=0 ¢verificata Vx€R ;
(x—x,’<0 non & mai verificata;
(x—x,)

. a
iv. a(x—x, ’>0 & verificata solo per X=x; ;
Esempi
B x2x+1>0 — (x—1/>0 soluzioni YV xeRAx#1
B 4x"—4x+1=0 — (2x—1)’=0 soluzioni V xeR
B x4+ 2x+1<0 — (x+1)<0 nessuna soluzione
B 4xX+4x+1<0 — (2x+1)*<0 unica soluzione X=—=

2

Terzo caso A<0 studiamo il segno che assume il trinomio in questo caso. Dobbiamo eseguire i seguenti
2

passaggi: mettiamo il coefficiente a a fattore comune, aggiungendo e togliendo F si ha
a
2 b bV ¢ : . :
alx +;x+F_F+_ . Osserviamo che 1 primi tre termini costituiscono lo sviluppo del quadrato di
a a

2 2
. . D C . . b b"—4ac .
un binomio, e riduciamo gli ultimi due allo stesso denominatore, si ha «a x+2— _T . Studiamo
a a
b 2
ora il segno di questa espressione: a ¢ sempre > 0, (x+2— essendo un quadrato ¢ sempre maggiore >
a
b*—4ac A .. , o .
0; mentre —T =— F ¢ sempre positivo perché  A<0 . Concludendo il trinomio ¢ sempre
a a
positivo. Si hanno allora le seguenti possibilita
V.  ax’+bx+c>0 soluzioni VxeR ;
vi.  ax’+bx+c=0 soluzioni VxeR ;
vii.  ax’+bx+c<0 soluzioni per nessun valore reale di x;
viil. ax’+bx+c<0 soluzioni per nessun valore reale di x;
Esempi
B 2x’-3x+4>0 - A=9-32=-23<0 soluzioni V xeR
[ | ¥’ =x+1<0 - A=1-4=-3<0 per nessun valore reale di x

DiseQuAzioNt 3



www.matematicamente.it - Matematica C3 — Algebra 2 — 4. Disequazioni di secondo grado

Esempio
Determinare 1’insieme soluzione della disequazione 2 x*4+3 x—1>0

1° passo: scriviamo l'equazione associata 2 x°+3 x—1=0 calcoliamo il delta: A=9+8=17 positivo

—3-17 —3+\17
— Vv X,=——
4 4
_—3—%)'(x_—3+dﬁ)
4

4

4° passo: studiamo il segno dei singoli fattori e dalla tabellina dei segni deduciamo 1’insieme soluzione della
disequazione

2° passo: calcoliamo le soluzioni: x,=
1

3° passo: scomponiamo in fattori il trinomio 2 x’+3x—1= 2-(x

4 4
| | >

- + +

- | - | +

+ - +

Segno del trinomio

_3_4\/ﬁ\/x> —3';\/ﬁ

5°passo: LS. ={x€R| x<

6° passo: rappresentiamo graficamente 1.S. sulla retta reale

-3-\17  —3+:\17
4 4
D H
Osserviamo che contemporaneamente sappiamo anche risolvere la disequazione 2 x*+3 x—1<0 ei casi
2x°+3x—120,; 2x’+3x—1<0 .
Esempio
Determinare 1’insieme soluzione della disequazione 2 x*—5<0
1° passo: scriviamo l'equazione associata 2 x°—5=0 , calcoliamo il delta A=0+40=40>0

)

2° passo: determiniamo le soluzioni: x,=—

3° passo: scomponiamo in fattori il trinomio 2 x’—5=2- > >

4° passo: studiamo il segno dei singoli fattori e dalla tabellina dei segni deduciamo 1’insieme soluzione della

disequazione
_Nio _Jio
2 2
: : >
— 1 + 1 +
- - .
- | - -

o _
2

5°passo: [S. ={xER] —Tst

6° passo: rappresentiamo graficamente 1.S. sulla retta reale

VIO Ao

2 2

» e
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Esempio
Determinate I’insieme soluzione della disequazione —3 x*+2 x>0 equivalentea 3 x’—2x<0

1° passo: scriviamo l'equazione associata 3 x*—2x=0 e calcoliamo il delta: A=4+0=4>0

2° passo: calcoliamo le soluzioni dell'equazione x,=0 V x, =3

. . e . 2
3° passo: scomponiamo in fattori il trinomio 3 x’=2x=3-x (x —3)

4° passo: studiamo il segno dei singoli fattori e deduciamo 1’insieme soluzione della disequazione

2
0 3
: | >
- + +
- | - | +
+

5° passo: LS. :[xe R| 0<x< %}
6° passo: rappresentiamo graficamente 1.S. sulla retta reale

0

O wn

P
-

>

In generale, data la disequazione ax*+bx+c¢>0 0 ax’+bx+c<0 dopo aver scomposto in fattori il
trinomio si ha:

A i L

X <X X, <x<Xx, x>x,
x—x;<0 A x—x,<0 x=x,>0 A x—x,<0 x—x,>0 A x—x,>0
a(x—x,)(x—=x,)>0 a(x—x)(x—x,)<0 a(x—x,)(x—x,)>0

ax’+bx+c<0 ax’+bx+c>0

ax*+bx+c>0

Negli esercizi che seguono si tenga allora presente che un trinomio di secondo grado, con il coefficiente di x*
positivo, assume segno positivo per le x appartenenti agli intervalli esterni alle radici e valore negativo per x
appartenente all'intervallo interno.
Determinare I’Insieme Soluzione della disequazione:

2
l(x—z x|\ x—= x—i—z >x3—£(x—z)—i
2 3 3 3 2 3) 27
Svolgete i calcoli in entrambi i membri con 1’obiettivo di ottenere la forma canonica della disequazione di
secondo grado. Otterrete 27 x2—39x+14>0

. . . . . 2
1° passo: calcoliamo il delta dell’equazione associata: A=9 e le sue soluzioni X, =§ 4 x2=%
. . _ 2 7 2\ (7
2° passo: ci troviamo nel caso 3 a) dunque /.S..={x€ER| <3 \ X>5( 0 1.§.= 3 U §,+00

3° passo: rappresentiamo graficamente 1.S. sulla retta reale:
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2 7

3 9
_C)—H
2 x— 1)3—8x _ (2x+1 )2

2 4

Svolgere i calcoli in entrambi i membri con I’obiettivo di ottenere la forma canonica della disequazione di
secondo grado. Verificare che si ha: x>—6x+9<0
1° passo: calcoliamo il delta dell’equazione associata: A=0 e dunque le sue soluzioni sono reali
coincidenti X, =x,=3
2° passo: ci troviamo nel caso 3 b) dunque 1.5.=|3]

3° passo: rappresentiamo graficamente 1.S. sulla retta reale:

3
® >

)2

—15 §4x(x—1)2—6

Al Determinare 1’Insieme Soluzione della disequazione:

Determinate I’Insieme Soluzione della disequazione: 8 x—(x—5)"<2x-(5+x)

Dopo aver svolto i calcoli in entrambi i membri verificate che si ha: —3 x>+8x—25<0 equivalente a
3x2-8x+25>0

1° passo: calcoliamo il delta dell’equazione associata: A=64—12-25=...... negativo, dunque le sue
soluzioni non sono reali

2° passo: ci troviamo nel caso 3 ¢) dunque 1.5.=R

3° passo: rappresentiamo graficamente 1.S. sulla retta reale: >

Risolvere le seguenti disequazioni di 1l grado

Kl -6x<0 5x°>0 R. 0<x<6 R. x#0

El x>0 ¥2<0 R. x<—1Vvx>0 R. x=0

B 3x’<-1 x2=9>0 R. @ R x<-3Vx>3

2x°=3x+1>0 —X*+3x>0 R. x<%\/x>1 R. 0<x<3

n 3x°4+x—2>0 xX’—4>0 R. x1<—1\/x>% R. x, <=2V x>2
4 o 1 ) 3

(o e PR 2-8<0 R —7<x<l R -225x<2\2

X’ —5x+3>0 X —4x+9>0 R. xss_jﬁv)cz“jﬁ R. R

¥ —6x+8<0 ¥ +3x—4>0 R. 2<x<4 R. x<—4V x>l

xX’—4x-9<0 X*—9x+18<0 R. 2—V13<x <2+\13 R 3<x<6

¥ —8x+15>0 —2x%>0 R. x<3Vvx>5 R. x=0

3x2—%x—1S0 X*4+5>0 R. 1_§*ﬁ3xs1+§\ﬁ R. R

X+6x—2>0 233+ 5x+4<0 R. [x<—3-\VITVx>-3++I11| R. &

x2—3x—§<0 x*+1>0 R. x<3’_2*@v)c>3+2\/E R. R

—xX*+5<0 x4 x>0 R. x<—5Vvx>v5 R x<—1Vx=0

(x+1)*=0 ¥>1 R. R R x<—1Vx>1

2x*—6<0 —x’—1<0 R. —B<x<v3 R. R

9—4x*<0 3x—2x>>0 R. xs—%\/ng R. O<x<%

x*=0 2x74+4>0 R. R R R

R -x-2>0 ¥’ 4+11x+30<0 R. x<-1vx>2 R. —6<x<-5

—xX*+4x+3>0 X +4x+4<0 R. 2—I<x<2+7 R &

DiseQuAzioNI 6



www.matematicamente.it - Matematica C3 — Algebra 2 — 4.

1

X—x+1<0 x—§ZO R.
9x*+3x—2<0 2x7+5<0 R.
4x—x*=0 9x’+10x+1<0 R
0,01 x>—1>0 1,6 x*—2x<0 R.
1 - 1 2 5
5X —¢>0 4x +3x—1=0 R.
XHx+\2>0 X +22x+2>0 R.
12x°-3>4x(2x—1) 2x°—11x-6=0 R
Bx+1P>(2x—17 R.
(x+1)(x—1)*>x" R.
(x+3)(x+2)<—(x+2)° R.
- x+1 x+1)(x—1)>x2_1 R
1 .
3_
B (x+1)-(xr+27>257
EA (r-2)(3-2x)zx-2
(3x+1)%+x)s2x—l R.
2
16 x—3
38 [EARALNNE] R.
EEl — - 1<
3X2 2 ) R,
2
_ 2
m X 3_x +2 14+ R.
2 3
x+4) +8>— R.
x—1 x2
42 ) <(x+1 R.
KR (-2 <t
3x—5+(1-3x)>(x—2)(x+2) R.
K 52 -(r+3)>x R,
(x=2)’—x’>x’—4 R.
4.3
EE -x-(2-xf<2 R.
(x+200)*+ x+200 <2 R.
— 2 2_
m (3 .)C) —IZ—x 4 R.
2 4
EEN (x+17>(x—1P+(x+2)+4x R.
x2+x<x+3+x_1_5 R.
4 4 "2 2

Disequaziont 7

Disequazioni di secondo grado

1 1
X<——=VXx=~

g R 3 3
—§§x<1§ R. O
0<x<4 R. —1$x<—%

x<—10v x>10 R. 03x<%

<—l\/x>l R —§<x<—
S 2 40T
R R—{2]

x<—%Vx>% R. —%st6
x<—2V x>0

R.

—202< x <—199
\6

6
<2——V x>224+—
o 3 7 3

1S.=0

—l<x<l1
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» 2. Risoluzione grafica di una disequazione di secondo grado

Ricordiamo alcune definizioni.
Un polinomio in una sola variabile, solitamente indicata con x, ¢ di secondo grado se 2 ¢ il massimo
esponente della variabile.
Per trinomio di secondo grado intendiamo un polinomio di secondo grado: a x*+b x+¢ con
a€R, beR, ceER

Chiamiamo zeri del trinomio i valori reali soluzione dell’equazione associata a x*+5b x+c¢=0 con a#0 .

DEFINIZIONE. Una funzione che associa ad ogni numero reale x il numero reale y=ga x*+5b x+c¢ con
a€R, bR, ceR sichiama funzione polinomiale di secondo grado.

Nel riferimento cartesiano ortogonale il grafico della funzione & costituito da tutti e soli i punti le cui
coordinate soddisfano I’equazione y=ax’+bx+c ; se X € X, sono gli zeri reali del trinomio

ax’+bx+c allora attribuendo tali valori alla variabile x si ha y=0 ; essi sono dunque gli zeri della
funzione, ossia le ascisse dei punti del grafico appartenenti all’asse x.

Esempi
m Determinate gli zeri del trinomio x*+x—2 .
Strategia risolutiva
Risolviamo I’equazione x’+ x—2=0 che avendo il discriminante positivo ammette due soluzioni reali
distinte x;=—2 V x,=1 .1 due numeri 1 ¢ -2 sono gli zeri della funzione; y=x’+x—2 . Nel
riferimento cartesiano ortogonale i punti P,(—=2,0) ¢ P,(1,0) sono i punti del grafico della funzione
appartenenti all’asse X.

m Determinare gli zeri del trinomio x*—4 x+4 .
Strategia risolutiva
Risolviamo I’equazione x*—4 x+4=0 che avendo il discriminante nullo ammette due soluzioni reali
coincidenti x;=x,=2 gli zeri del trinomio sono coincidenti nel numero 2 ¢ il grafico della funzione
y=x’—4x+4 ha due punti coincidenti appartenenti all’asse x: P, =P,(2,0) .

m Determinare gli zeri del trinomio x*—2x+7 .
Strategia risolutiva
Risolviamo 1’equazione x*—2 x+7=0 che avendo il discriminante negativo non ammette soluzioni reali;
il trinomio non ha zeri reali ¢ il grafico della funzione y=x’—2x+7 non ha punti appartenenti all’asse x.

Questi esempi ci hanno permesso di chiarire il collegamento tra il concetto algebrico “zeri di un polinomio”
e il concetto geometrico di “punti sull’asse delle ascisse” del grafico della funzione polinomiale di secondo
grado. Pertanto studiare il segno di un trinomio di secondo grado equivale a determinare quali sono le
ascisse dei punti della funzione y=ax’+bx+c (con a €R, bER, c€R) che hanno ordinata > 0
oppure ordinata < 0, oppure ordinata > 0, oppure ordinata < 0.
Ricordiamo che nel riferimento cartesiano ortogonale i punti ad ordinata positiva si trovano nel I e nel II
quadrante (al di sopra dell’asse x), i punti ad ordinata negativa si trovano nel III e nel IV quadrante (al di
sotto dell’asse x), 1 punti ad ordinata nulla si trovano sull’asse x.
Per studiare il segno del trinomio, dobbiamo tracciare nel riferimento cartesiano il grafico della funzione
y=ax’+bx+c (con a€ R, bER, c€R) e lo faremo riprendendo il grafico della funzione di
proporzionalita quadratica esaminata nel volume di Algebra 1.
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Tracciate nel riferimento cartesiano ortogonale il grafico della
funzione y=2x" . Sappiamo che D=R . Poiché il coefficiente
della variabile indipendente ¢ positivo si ha IM=RU{0] e la
parabola volge la concavita verso I’alto; il punto O(0;0) ¢& il suo
vertice. Per la costruzione richiesta compilate la tabella:

SR e | N N U S A S 1
y=2x
syl T ==
e segnate i punti nel riferimento cartesiano parabolal

. . . 3 .
IEFA Ripetete la costruzione per la funzione y= -3 x* compilando

’opportuna tabella; essendo il coefficiente di x* negativo la parabola
volge la concavita verso il basso; il punto O (0,0) ¢ il suo vertice.
D=R e IM=RU[0]

parabolal

Applicate a tutti i punti della tabella dell'esercizio della parabola
y=2x" la traslazione di vettore V(1,1) ; compilate la nuova

tabella dei punti corrispondenti, riportateli nel riferimento cartesiano e

tracciate la curva immagine della parabola.

Abbiamo eseguito 1’esercizio con un programma di geometria

dinamica e abbiamo ottenuto la seguente immagine dalla quale

possiamo leggere le seguenti informazioni:

* I’immagine della parabola iniziale ¢, ¢ ancora una parabola ¢’
essendo la traslazione una isometria, l'immagine della
parabola iniziale ¢ ¢ ancora una parabola che indichiamo c';

* la parabola c¢’volge la concavita verso ’alto, come la parabola
iniziale ¢;

+ ilvertice O(0,0) dellaparabola c ha come immagine il vertice della parabola ¢’ D(1,1) |, che
coincide con I’estremo libero del vettore che definisce la traslazione;

* il vettore che individua la traslazione ¢ indicato nella figura con u; v e w rappresentano lo stesso
vettore applicato a due punti presi a caso sulla parabola iniziale;

* la parabola ¢’ ¢& rappresentata dalla funzione y=2x’—4x+3 che ¢ una funzione di secondo
grado avente il primo coefficiente uguale a quello della parabola c.

Problema
Come possiamo determinare ’equazione della parabola immagine di y=2 x* applicando la traslazione
TR (1,1) 2

Strategia risolutiva

la traslazione & rappresentata da  TR(1,1): [; ,f;i} che esprime il legame algebrico tra le coordinate di
un punto della parabola c e il punto corrispondente su c’.
Riscriviamo 1’equazione della traslazione [;i; ,:11 e sostituiamo nell’equazione di c:

(y'—1)=2-(x"—1)" da cui svolgendo i CalCOli .............ccccouuiiiimmiiiiiiiiiiiieeiiiie e
potrete ottenere 1’equazione di ¢’ come indicato nell'esercizio precedente.
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BE Ripetere Desercizio precedente sulla parabola yz—%x2 , applicando a tutti i punti della tabella

della parabola la traslazione di vettore v(—1,2) . Compilare la nuova tabella dei punti corrispondenti,
riportarli nel riferimento cartesiano e tracciare la curva immagine della parabola. Avrete ottenuto:

Completate: B 2

il vertice O(0,0) della parabola iniziale ha come immagine il o

siacchec’hannolaconcavita ...,

Verificate che la parabola ¢’ & rappresentata algebricamente 2

. 1 L .
dall’equazione y= —% X =3x+ 7 seguendo la strategia risolutiva

proposta nel problema.

Generalizziamo

Applicando alla funzione di proporzionalitd quadratica y=ax> con a#0 una traslazione di vettore
v(v,;v,) siottiene la funzione di secondo grado y=ax’+bx+c con a#0 ,i cui coefficienti b e ¢
dipendono dalle coordinate del vettore v .
Strategia risolutiva
x'=x+v, ) x=x"—v, o
e otteniamo . che sostituiamo
y'=y+v, y=y'-v,
nell’equazione y=ax’ per ottenere I’equazione della curva immagine : (y '—v )=a'(x'—v )

dall’equazione della traslazione T R(v,, Vy) :

2

Svolti i calcoli, si ottiene: y '=a(x')—(2av, )x'+a(v )+ v, in cui ponendo
—2av,=b e a(v,)+ v,=c siottiene I’equazione della parabola ¢’immagine di quella data:
y=ax’+bx+c ,espressa attraverso un trinomio di secondo grado.

Determinare I’equazione dell immagine delle seguenti parabole nella traslazione il cui vettore e segnato
accanto:

2 -1
= == =2
BE y=x conv (2, )
Bl =2+ coni=(2;-2)
y:—%x2 con '\5:(—3;—%)
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Viceversa

Assegnata la funzione di secondo grado y=ax’+bx+c con a#0 ,come possiamo rappresentarla nel
riferimento cartesiano?

Strategia risolutiva

Sapendo che il grafico di tale curva € una parabola

. il coefficiente a indica la concavita: verso I’alto se a>0 , versoil bassose a<0
. dalle formule —2av,.=b e af vx)2+ v,=c ricaviamo le coordinate del suo vertice
v __b e v =c—a(—i)2: 4ac—b2:_A
Y 2a ’ 2a 4a 4a
. risolvendo I’equazione g x’+bx+c¢=0 determiniamo gli eventuali punti di intersezione con
I’asse x.
. assegnando alla variabile indipendente valori arbitrari, possiamo ottenere altri punti del grafico
Esempio
Tracciate nel riferimento cartesiano ortogonale il grafico della
funzione 3

foy=x"-2x-3

Strategia risolutiva

11 grafico di tale curva ¢ una parabola; essendo il coefficiente
a=1 ,laconcavita ¢ verso I’alto; 1]

essendo b=—2 e c¢=—3 siha

S Stk SRR A Y

T ¢ T
possiamo affermare che f¢é I'immagine di  y=x" nella
traslazione di vettore v(1,;—4)

Compilate la tabella

x‘O‘x1= ......... VX, = ‘2‘6

2

confrontate il vostro grafico con quello qui tracciato
in cui sono evidenziati il vertice A(1;—4) , i punti
B(3;0) e C(—1,0) diintersezione con I’asse x.

Rappresentare nel riferimento cartesiano ortogonale le parabole e formulate per ciascuna di esse
l’osservazione ““ p; risulta immagine di ... nella traslazione di vettore ...."”" ecc.

Bl »r: y=-3x"+x

1 3
EA y=gx-2x+3
Dy y=x"+x—1
61 NN y=x'—x+1
Ds: y=-3x"+3
6 D y=x"+4x+3

)}

o3
p7‘ y_ 5
e 22,1
Ps: V= 5x +4x 5
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Ci proponiamo ora di determinare il segno di un qualunque trinomio di
secondo grado, procedendo per via grafica.

Esempio

Studiamo il segno del trinomio x*—2x—3 ; questo significa stabilire per
quali valori di X esso assume un segno positivo oppure un segno negativo e per
quali valori eventualmente si annulla. La richiesta ¢ interpretabile anche come la
ricerca degli insieme soluzione dell’equazione x*—2x—3=0 e delle
disequazioni x*—2x-3>0 e x*—2x—3<0 .

Strategia risolutiva:
Tracciamo il grafico della funzione y=x*—2x—3 e leggiamo dal grafico gli
insiemi richiesti:

* Le ascisse dei punti B e C costituiscono I’insieme soluzione dell’equazione

X¥=2x-3=0 - x=-1Vx,=3

e I valori di x dell’insieme H =[x€R| Xpe<X<Xx B} rendono il trinomio
negativo; infatti preso un valore dell’insieme, ad esempio x=0 , il punto
sulla parabola ha ordinata negativa (—3) . Segnatelo sul grafico accanto e

. 3
ripetete per x=1, x=? x=2

e [ valori di x dell’insieme K=[x€R|x<x,.V x>x,] rendono il

trinomio positivo; infatti preso un valore dell’insieme, ad esempio x=

2

N

o

il punto sulla parabola ha ordinata positiva. Segnatelo sul grafico accanto e

ripetete per x=—1,2 .

11 grafico 2 puo chiarire quanto detto.

DiseQuAzioNI 12
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Per ciascun grafico di parabola y=ax*+bx+c indica il segno del primo coefficiente e del
discriminante, la natura dei suoi zeri (veali distinti, reali coincidenti, non reali), il segno della funzione:
[ _1|'J|- 1 | | Ik | ? ""I

I i a1 Y O OO P
| | 3

—

A
b

g
)

/]

AL A

Osservazione conclusiva: la ricerca dell’insieme soluzione di una disequazione di secondo grado ¢ sempre
interpretabile come la ricerca del segno di un trinomio e quindi risolubile per via grafica.

In questi casi non € necessario rappresentare in modo preciso la parabola associata al trinomio, ma basta
ricordare quanto detto inizialmente sugli zeri di una funzione.
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a>0
A=b>—4dac parabola segno Insieme soluzione
) xX=x, V x=x,
ax +bx dc =0 | @ ® e >
X, X, X
A>O + +a.. ax2+bx+c>0 _0 ................ O_’
soluzioni reali distinte o _ g x i 2 *
5 X, <x<x,
ax —|—bx—|—c < O | (6 e T >
X, X, X
5 X=X,=X,
ax +bx +c = 0 ...................... @ *
X=X, X
A_O _ ax’+bx+c >0 O >
soluzioni reali coincidenti X=X, x
+ + + + + +
= ey 2 nessun numero reale
ax +bx +c < 0 ............................................. ’
1S.=0 x
5 nessun numero reale
ax +bhbx+c =0 | »
1S=480 x
x€R
A<O ax*+bx+c >0 >
soluzioni non reali tutti i numeri reali
+++++++ ) nessun numero reale
i ax +bx +c < O ............................................. '.
1S=0 x
a<0
) X=x; VX=X,
/\ ax +bx+C — 0 ................. @ . ........... [ 3
X, X, X
+
T < - X, <x<Xx,
— /M 1y — x
A>O ax’+bx+c >0
. . L 5 A N (S 0—0 ...........
soluzioni reali distinte >
X, X, X
ax2+bx+c < 0 —o ................ 0_._
X, X, X
2
ax +bhbx+c =0 | & »
X=X, X
A : O 5 nessun numero reale
ax +bx+c > 0 ............................................. ’
soluzioni reali coincidenti 15.=8 x
2
ax’+bx+c <0 O >
X=X, X
i 5 nessun numero reale
A - ax +bx+c — O ............................................. '.
——————— 1S=8  «x
nessun numero reale
A<O ax2+bx+c>0 ............................................. *
.. . 1S=40 X
soluzioni non reali
x€R
ax*+bx+c <0 >

tutti | numeri reali
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Esempio
Determinate 1’insieme soluzione della disequazione: x’*+x—2>0

Strategia risolutiva:

risolviamo 1’equazione x*+x—2=0 che avendo il discriminante positivo

ammette due soluzioni reali distinte x;=—2 V x,=1 . Iduenumeri 1 e g — >
—2 sono gli zeri del trinomio e dunque gli zeri della funzione
y=x"+x—2; la parabola volge la concavita verso I’alto quindi

possiamo grossolanamente rappresentare la sua posizione rispetto all’asse x

e dedurre ’insieme soluzione richiesto: 1.S.={x€R| x<—2 V x>1} o

con notazione insiemistica (—o0, —2)U(1,+o)

Esempio
Determinate ’insieme soluzione della disequazione x*—4 x+4<0 .

Strategia risolutiva:
risolviamo I’equazione x*—4x+4=0 che avendo il discriminante nullo
ammette due soluzioni reali coincidenti x;=x,=2 : gli zeri del trinomio

sono coincidenti nel numero 2 , la parabola y=x"—4x+4 ha il
vertice sull’asse x e volge la concavita verso l’alto quindi possiamo .
grossolanamente rappresentare la sua posizione e dedurre 1’insieme 2 x

soluzione richiesto: LS. ={x€R| x=2} nessun valore reale rende il
trinomio negativo.

Esempio
Determinate I’ insieme soluzione della disequazione x*—2 x+7>0

Strategia risolutiva:

risolviamo D’equazione x°—2x+7=0 che avendo il discriminante
negativo non ammette soluzioni reali; il trinomio non ha zeri reali, la
parabola y=x’—2x+7 volge la concavita verso I’alto e non ha punti
appartenenti all’asse x quindi possiamo grossolanamente rappresentare la
sua posizione e dedurre I’insieme soluzione richiesto: 1.S. =R x

Risolvete le disequazioni di secondo grado, collocando le rispettive parabole grossolanamente rispetto
all’asse x, come fatto negli esempi:

2x°+3x—1<0 X —5x+6<0 X =3x—4>0

X’ —6x+5=0 6x°+x—2>0 155>+ x—6<0

—¥24+1>0 xz—%>0 xz—%xso

x*4+2x<0 X 4+2x+1=<0 X +x+1<0
Esempio

2
Determinare 1’insieme soluzione della disequazione —2x> Bl (% -1 )

4

* 1° passo: risolviamo i calcoli ai due membri della disequazione ..................cooevinnnnn..

*  2° passo: riconoscendola di secondo grado portiamola nella forma canonica; verificate che si ottiene
2x’—13x+18>0

+  3° passo: consideriamo la parabola y=2x’—13x+18 ¢ determiniamo i suoi zeri. Essendo il

X
241
2

discriminante positivo A=......... si ottengono due zeri reali distinti  x,=...... VX,=......
*  4°passo: disegniamo grossolanamente la parabola rispetto all’asse x: >
* 5°passo: concludiamo: LS. =.................. asse x
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Scegliete la risposta esatta tra quelle proposte
Il monomio 16 x* risulta positivo per:

[A] x>16  [B] x>% [C] x<—-4 VvV x>16 [D] x€R [E] x€R,

Il binomio 16+ x” risulta positivo per:

[A] x>—-16 [B] —4<x<4 [C] xeR—{—-4,4} [D] x€R [E] x<—4V x>4
Scegliete la risposta esatta tra quelle proposte: il binomio 16— x* risulta positivo per:

[A] x<—16 [B] —4<x<4 [C] xeR—{—4,4] [D] xeR [E] x<—4 Vv x>4

Spiegate sfruttando il metodo grafico la verita della proposizione: “nessun valore della variabile a
rende il polinomio (3+a)*—(2a+1)-(2a—1)—(a’+2a+35) positivo”.
m Sono assegnate le due parabole p, e p, ; indicate le caratteristiche del trinomio @ x*+5bx+c

(primo coefficiente, discriminante) che compone l’equazione cartesiana di ciascuna. Completa quanto
proposto dando chiare motivazioni:

)(2 ®x

» 3. Segno del trinomio a coefficienti letterali

Consideriamo il trinomio ¢=k x*+3 x—7 di secondo grado avente il primo coefficiente dipendente dal
parametro k. Come possiamo stabilire il segno di questo trinomio, al variare di £?

Sappiamo che stabilire il segno di un trinomio significa determinare i valori reali che attribuiti alla variabile
indipendente x rendono il trinomio positivo, nullo o negativo. Evidentemente per ogni valore reale di k
avremo una diversa disequazione da risolvere; dobbiamo dunque cercare di analizzare come varia il trinomio
a seconda dei valori di k£ ¢ in seguito studiare il segno del trinomio ottenuto. Questa analisi di situazioni
diverse ¢ la discussione del trinomio a coefficienti parametrici.

Esempio
Stabilire il segno di =k x*+3 x—7 al variare di £.

Strategia risolutiva

* 1° passo: prendiamo in considerazione il primo coefficiente e il discriminante dell’equazione
associata k x*+3x—7=0 e stabiliamo il loro segno:

I° coefficiente > 0 per k > 0 9
9 . T
A=9+28k=0 per k=— o8 © rappresentiamo 28 U >
. . . sepmo [° coeff - - +
la loro reciproca situazione: segno A B N 1+
*  2°passo: analizziamo i valori del parametro nei vari intervalli determinati:
9 . . \ . .
k<——=5 : 1l primo coefficiente ¢ negativo cosi —_—

28
come il A , la parabola volge la concavita verso il
basso e non ha zeri reali: il trinomio & negativo per
qualunque valore reale di x.
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9

k:_ﬁ I1 primo coefficiente ¢ negativo e
. . A=x2=—
A=0 .La parabola volge la concavita verso il
. o : 14
basso e ha due zeri reali coincidenti x,=x,= 3 :

14
il trinomio si annulla per X=73 mentre per

qualunque altro valore di x & negativo.

—% <k<0 I primo coefficiente ¢ negativo e A

positivo. La parabola volge la concavita verso il T I
basso ¢ ha due zeri reali distinti: il trinomio si

annulla per x=Xx;V x=Xx, ; & positivo per

X;<x<x, ;¢&negativo per x<x, V x>x,

k=0 il trinomio diventa un binomio di primo 7
grado: ¢t=3x—7 e quindi ¢>0 per x>l , E
3 - a -+
t<{ 1 =0 t>0 assc roalc

t<0 per x<% , t=0 per ng.

k>0 Tl primo coefficiente ¢ positivo cosi come il

A . La parabola volge la concavita verso 1’alto e
ha due zeri reali distinti: il trinomio si annulla per

X=Xx; V X=X, ; é negativo per X;<x<x, ;¢ §
positivo per x<x, V x>x,

Esempio
Stabilite al variare del parametro k I’L.S. della disequazione x*+k x+1<0

Strategia risolutiva

Prendiamo in considerazione il primo coefficiente e il discriminante dell’equazione associata
x*+kx+1=0 e stabiliamo il loro segno:

I° coefficiente: indipendente dal parametro e sempre 2 2
positivo. L b
A=k*—4>0 per k<=2V k=2 ] l i 4 :
rappresentiamo la loro reciproca situazione: scgno & * - +
e k<-2Vk>2 primo  coefficiente.
positivo e A positivo. La parabola volge
la concavita verso 1’alto e ha due zeri reali
distinti: x=x; V x=Xx, ; il trinomio ¢
negativo per X;<Xx<Xx, .
* —2<k<2 primo coefficiente positivo, A
negativo. La parabola volge la concavita
verso l'alto e non ha zeri reali: il trinomio ¢ X 2
positivo per ogni valore reale di x.
. k=—2Vk=2 Primo  coefficiente

positivo e A =0. La parabola volge la
concavita verso l'alto e ha un unico zero
reale: il trinomio si annulla per x=x; ;¢
positivo V' x€R—{x|
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Risolvi e discuti le seguenti disequazioni

X*—2kx+k*—1>0 R. x<k—1Vx>k+1
a=0—impos.
1
m 3x*—5ax—2a°<0 R. a>0—>—§a<x<2a

a<0—-2a<x <—%a

m=0—impos.
1-3m 1+3m
<x<

4x*—4x+1-9m’<0 R ("0 ST
m<0oit3m . 1=3m
2 2

a=0-15=4

3

EO 2 3ax<0 R, |47070<x=3a

a<0—>%a<x<0

t=0—-x#0
x?—2tx—8t*>0 R. {t>0-—2t<x<4t
t<0—-4dt<x<—2t

s<1—-1LS =R

3
Vik—1

(1—s)x°+9>0 RoG oy, =3 o

Vk—1

m=0—-1S=0
m=1-x<0

O<m<1—>m—l<x<0

(m—1)x*~mx>0 R. "
m<0—-0<x<

m—

m
m>1-x<0Vvx>
m—

Jo’ —(k+1)x—3=0
BEEN Determinare al variare del parametro m il segno del trinomio  ¢=(1—m)x’—2mx —m+3
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» 4. Disequazioni polinomiali di grado superiore al secondo

Una disequazione polinomiale si presenta in una delle seguenti forme:
p(x)<0 oppure p(x)<0 oppure p(x)=0 oppure p(x)>0 ,dove p(x) & un polinomio nella
sola variabile x.

Problema
Un numero ¢ tale che sottraendo al suo cubo il suo triplo si ottiene un numero maggiore del triplo del suo
quadrato aumentato di 4. Determinare [’Insieme Soluzioni del problema.

La richiesta del problema implica la ricerca dell’Insieme Soluzione della disequazione x’—3x>3x’+4 ,
di terzo grado nella variabile x.

Strategia risolutiva:
* scriviamo la disequazione in forma canonica, applicando 1 principi di equivalenza:
x’—3x°=3x—4>0 ;si tratta di una disequazione polinomiale di terzo grado.
* procediamo nella ricerca della scomposizione in fattori del polinomio
p(x)=x"-3x"-3x—4
Mediante la regola di Ruffini possiamo determinare un suo zero x=4 e
dunque ottenere p(x)=x"—3x’'—3x—4=(x—4)(x’+x+1)
* determiniamo il segno dei singoli fattori:
e primo fattore ;>0 — x>4
* secondo fattore f,>0 — X +x+1>0 disequazione di "
secondo grado, I° coefficiente positivo e A=1-4=-3

4
Segno f, - +
Segno f, + +
Segno p - +

negativo; la parabola ¢ del tipo rappresentato in figura e dunque il secondo fattore ¢ positivo
per qualunque valore reale di x

*  costruiamo la tabella dei segni:

* determiniamo I’Z.S.: LS, ={x€R|x>4]=(4;+) ; il problema ha dunque infinite soluzioni.

JEI Determinate I’LS. della disequazione —2x(3—2x)—3x’ (2 —% x)ZS (2 x'— %x)

Osserviamo che la disequazione proposta ¢ polinomiale e di grado 3; eseguiamo i calcoli per portarla alla
forma p(x)=0
» eseguendo i calcoli e applicando i principi di equivalenza verificare che si ottiene
3x°—8x*—3x=0
scomporre in fattori il polinomio p(x)=3x’ =8 x =3 x=x(..oeervriiiiiinn... )
* determinare il segno dei singoli fattori:
*  primo fattore f1=0 — ..

« secondo fattore f,=0 — 3x’— ... >0 disequazione di secondo grado con
1° coefficiente ................ e A=............ ; laparabola € del tipo ..................
dunque x,=...... VX, =...... e il secondo fattore € positivo per ..........coooeviiiiiiininnn

*  costruire la tabella dei segni:
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Segno f
Segno f,

Segno p

1
« verificare che si ottiene 1~S~=[XE|R _ES x<0Vx=3

Verificare che nessun numero naturale appartiene all’ Insieme Soluzione della disequazione:

(x2 - x)~ (2 X +13x+ 20)< 0 ;c’¢ qualche numero intero nell’Z.S.? E vero che I’L.S. ¢ formato dall’unione
di due intervalli aperti di numeri reali?
PIEFH Dopo aver scomposto in fattori il polinomio  p(x)=2x*—5x’+5 x—2 determinare il suo segno.
Strategia risolutiva:

primo modo: uno zero intero del polinomio ¢ x=1 quindi si procede alla scomposizione mediante
la regola di Ruffini ... ... ...

* secondo modo: si procede iniziando con un raccoglimento parziale
p(x)=2x* 5 +5x-2 = 2:(x*~1)=5x-(x*~1) = 2- x>+ 1)- (x>~ 1)=5 x-(x*~1] e poi con
il raccoglimento a fattor comune  p(x)=(x*~1}-(2x*~5x+2)
» Potete ora procedere autonomamente allo studio del segno dei singoli fattori ottenuti ... ... ... ...

X

>
Segno f,

Segno f,
Segno p

* completare le proposizioni:
p(x)>0 per......ooooviiiiiiiii

P(X)=0 per....ccccoevviiiiiiiniain.
P(X)<O0 per..cccoeviiiiiiiiiiiiai.

Stabilire se esiste almeno un numero naturale che renda negativo il trinomio  p(x)=9x>+x*—10 .

PEN Nell’insieme dei valori reali che rendono positivo il trinomio p(x)=2x’—12x’—14x , vi sono
solo due numeri interi negativi?

EE xe(-1,;4+x) - p(x)=x-2x*—x+2>0 Vero o falso?
IEA Determinate LS. della disequazione: (x*—4 x>—45)-(4 x>~ 4 x+1)>0

All’insieme dei valori reali che rendono negativo il polinomio p(x)=(2x—1)’-(3—-6x)
appartiene un valore razionale che lo annulla. Vero o falso?
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Risolvi le seguenti disequazioni riconducibili a disequazioni di primo e secondo grado

EEl (1-x)(2—x)(3—x)>0 R. x<lv2<x<3
EEN (2x—1)3x—2)(4x—3)<0 R: %Sx<i \/x<%
N —2x(x—1)(x+2)>0 R: x<-2VO0<x<l
TFW 3x(x—2)(x+3)(2x—1)<0 R: %stzv—33xso
(x*+1)(x=1)(x+2)>0 R: x<—2Vax>1
(1—9x2)(9x2—3x)2x>0 R: x<-3
(16x>—1)(x*—x—12)>0 R: —%<x<%\/x<—3\/x>4
—x(x2—3x—10)(x2—9x+18)S0 R: 3<x<5v-—-2<x=<0V x=6
1

x2(x—l)(2x2—x)(x2—3x+3)>0 R: 0<x<5\/x>1
107 (xz—l)(xz—Z)(x2—3x)>0 Ri x<—\2VI<x<\2V-1<x<0Vx>3
X =x+x—1>0 R: x>1
el —5x°+6<0 R: 3—\B3<x<3+\B3Vx<-1
Bl (5x°—2x%)(3x°=5x)=0 R: 0<x<2\/x>§
x*=2x—x+2>0 R: x<lVx>2
x4+ x’—9x’—9<0 R: —3<x<3
FEN 25x'—9>0 R: x<—g\/ */5—
BN —-1=22x(x—1) R: x=1
x'—1>x"+1 R: x<—V2Vix>\2
(P+xf +2(x+17=0 R: R
(x+1) x—% (x+2)<0 R. —l<x<%\/x<—2
Tl (—4)(x—2)>0 R. x>-2
(x—7)[x? —7x+1o) 0 R. 5<x<7V x<2
(x*—4)(x>=9)>0 R. x<-3V-2<x<2Vx>3
Ml (x'+4x —12x)(x+3)=0 R x=0V —6<x<-3V x>2
(x—4) —(x—4f=2x+10>2 R. 3<x<4V x>6
123 IEEERPY) R. x>1

1
(x*+6x—27)2x*+13 x+6)<0 R. —9<x<—6V——<x<3
LN (x+3)(x+4)(x+5)(5—x)(4—x)(3—x)>0 R. —5<x<—-4V —3<x<3 Vvid<x<5
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» 5. Disequazioni fratte

Ricordiamo la

| DEFINIZIONE. Una disequazione ¢ frazionaria o fratta quando il suo denominatore contiene I’incognita.

Conosciamo la procedura per determinare IS di una disequazione fratta in quanto l'abbiamo applicata alle
disequazioni fratte con termini di primo grado.
Procedura per determinare I.S. (Insieme Soluzione) di una disequazione frazionaria (fratta)
* 1° passo: applicando il primo principio si trasportano tutti i termini al primo membro;
e 2° passo: si calcola I’espressione al primo membro conducendo la disequazione alla forma
N (x) Nix)
D(x) D(x) 7

>0 oppure % <0 oppure

%SO oppure

D
* 3°passo: si studia il segno del numeratore e del denominatore, ponendo N(x)>0 oppure N(x)> 0 (a
secondo della richiesta) con D(x)>0;

* 4° passo: si costruisce la tabella dei segni, segnando con un punto ingrossato gli zeri della frazione,
se richiesti;
*  5°passo: si individuano gli intervalli in cui la frazione assume il segno richiesto.

Vediamo attraverso alcuni esempi come procedere con le conoscenze raggiunte nello studio delle
disequazioni di secondo grado.

Problema

4 1 X
. . .o . , . E= + +
Determinare, al variare di x in R, il segno dell espressione A1 2x+1 1-2x

Osservazioni preliminari:

* ’espressione assegnata ¢ frazionaria, quindi lo studio del segno deve essere circoscritto ai valori di x
del Dominio dell’espressione stessa.

* studiare il segno di una espressione letterale significa stabilire in quale insieme si trovano i valori
della variabile che la rendono positiva, negativa, nulla.

* ogni espressione contenente operazioni tra frazioni algebriche ha in generale come risultato una
frazione algebrica.

Strategia risolutiva:
—2x*+x+3
(2x+1)-(2x-1)

* 1° passo: determiniamo il risultato dell’operazione assegnata: E =

N —

¢ 2°passo: determiniamo il Dominio di E: C.E. 2x+1#0 A 2x—1#0 — D=R- I—

1
"2
—2x+x+
* 3°asso: per studiare il segno impostiamo la disequazione: (2x+xl)'(;xi 1)20 che ci

permettera di rispondere al quesito posto dal problema
*  4° passo: studiamo il segno del numeratore e del denominatore:
segno N: —2x’+x+3>0 disequazione di secondo grado, quindi
dall’equazione associata —2 x°+x+3 =0 , calcoliamo il
discriminante: A=1+24=25 |, positivo per cui si hanno due | S -
. Coqe . . . X X X
soluzioni reali distinte; la parabola rappresentativa
y=—2x’+x+3 ¢&deltipo in figura per cui essendo x;=—1 e

X,==

. 3
5 stha N>0 per —ISxSE
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d,>0 per x>— %
segno D: il denominatore ¢ composto da due fattori di primo grado, quindi 1
d,>0 per x> 5

*  5°passo: Costruiamo la tabella dei segni:

1 3
— + J— J—
-1 2 2 2
>
segno N - + + + -
segno d - - + + +
scgno da - - - + +

segno E

Dalla tabella dei segni possiamo ottenere la risposta al problema posto:

3
* Despressione E si annulla per x=—1V x= >

1 1 3
* Despressione E ¢ positiva per xEI:{xEIR‘—l<x<—E \% E<x<5}

. . 1 1 3
* D’espressione E ¢ negativa per xEI:{x ER|x<-1V 5 <x<7 \Y% x>5}

Osserviamo che il segno del denominatore si puo determinare riconoscendolo come
polinomio di secondo grado con due zeri reali e dunque rappresentabile con una

L . . 1 1
parabola del tipo in figura per cui possiamo affermare D>0 per x <_E VvV x> >

in cui sono rispettate le C.E. -ﬂ\“/‘! >
Con questo procedimento la tabella dei segni sarebbe modificata nel modo seguente
lasciando inalterato il risultato.

1
+
2

[ e

3
2
»>
segno M -
scgno [ + + - +
scgno E - + — + -

|

+

+

+ o+

1 1

> .
2x+1 1—x

* 1° passo: trasportiamo al primo membro la frazione del secondo membro, applicando il primo

1 1
xtl 1=x

Determinare |’ Insieme Soluzione della disequazione fratta: 3 —

principio delle disequazioni: 3 —

—6x’+2x+1
(2x+1)(1—=x)
* 3°passo: studiate il segno del numeratore e del denominatore:
segno N: —6x’+2x+1>0 disequazione di secondo grado, quindi dall’equazione associata

* 2°passo: eseguite i calcoli; verificate che si ottiene:

—6x"+2x+1=0 , calcoliamo il discriminante: — =7 , positivo per cui si hanno due soluzioni

4
...................... ; la parabola rappresentativa y=—6x"+2x+1 €deltipo ..........ccecevvvnnnins
per cui essendo  X;=......... e Xy=..ol. sitha N=0 per ......... SxX=<.........
segnoD: (2x+1):(1—x)>0 disequazione di secondo grado; il denominatore ha due zeri reali

1 . s . .
x=-7 ¢ x,=1 e la parabola rappresentativa volge la concavita verso il basso; pertanto si ha

1
D>0 per.................. che rispetta le C.E.: xl;«é—g A x,#1

* 4° passo: completate la tabella dei segni:
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!
2

>
segno N
scgno D
scgno frazione
*  5°passo: controllate che 1.S.= [xEIR X <—% \% ! _6\/7 <x< 1+6\/7 VvV x>1
) . . ) . (x+1) . .
Determinate per quali valori reali la frazione f=——-————risulta non superiore a 1.
4x —12x+9
. ) . ) ) , . . (x+1)°
Osserviamo che il problema chiede di determinare I’LS. della disequazione fratta ——————=<1
4x°—12x+9
, +1)?
equivalente a gx—) —-1<0
4x°—12x+9
» 1° passo: eseguite i calcoli per condurre la disequazione alla forma /<0 :..........................
—3x’+14x—8
»  2°passo: verificato che si ottiene W <0 , procedete nella ricerca del
X—
segno N: —3x’+14x—8>0 disequazione di secondo grado, quindi -
dall’equazione associata ............... , essendo il discriminante A=......... / \
positivo, si hanno due soluzioni ............................ ; la parabola X, 1 >
rappresentativa ¢ del tipo in figurapercui N =0 per ......... X< / \
segno D: il polinomio al denominatore ¢ un quadrato di binomio; I’equazione
associata ha due zeri reali coincidenti X, =Xx,=............ e la parabola
rappresentativa ¢ del tipo, quindi D>0 per x#...... .
* 3°passo: costruite la tabella dei segni K=z s
>
segno N
segno D

scgno frazione

* A0 PasSO: LS. =
Attribuite il valore di verita alla proposizione: “Per qualunque valore reale la frazione algebrica
r= 2x°+7x+8
S 2x —4x+2
Osserviamo che per rispondere alla richiesta del problema dobbiamo determinare il segno della frazione
2x°+7x+8 -

assume segno positivo.”

assegnata e dunque risolvere la disequazione: > 0.
2x —4x+2
Determinate il
segno N: 2x’+7x+8>0 disequazione di secondo grado dunque A=......... ¢ parabola del tipo
................................ percui N>0 per........cceevvvviinnnnn.n.
segno D: 2x°—4x+2>0 — 2(x—1)>>0 disequazione di secondo grado dunque A=......... e
paraboladel tipo .........coeviviiiiiii percui D>0 per...........ooeevnnnnns
Dai risultati ottenuti e dall’analisi della tabella dei segni si deduce f>0 per .............. , quindi la
proposizione € ...............
-
segno M
segno D

scgno frazione

DiseqQuAzioNI 24



www.matematicamente.it — Matematica C3 — Algebra 2 — 4. Disequazioni di secondo grado

Date chiare e sintetiche motivazioni alla verita della seguente proposizione: “il segno della frazione
9—x’+3x L . . .
f= T non ¢ mai positivo e la frazione non ha zeri reali”.
+x
3
. . .\ . x—1
Stabilite se basta la condizione x#1 A x#—1 per rendere positiva la frazione f= oo
x'—2x"+

2
=R Assegnate le due funzioni  f,=— +12 e f2=l+
2x—Xx x x-—2
indipendente siha f,= /), . R. —1-\2<x<0V —1+\2<x<2
1 N 1 2x+1

=1 x+l 21

stabilite per quali valori della variabile

. . 1 .
La disequazione  —+ ¢ verificata per

[A] —2<x<—1Vl1<x<2 [B] x<—2V-1<x<0VI<x<y2
[C] x<—V2V —1<x<0V 1<x<\2 [D] x<—/2V —1<x<y2
x2
1- 2
Spiegate perché I’espressione letterale F=— X nel suo Dominio & sempre positiva.
243X
I—x
) ) o . . (x—1)x=-2 )
Determinate i valori di x per cui la funzione Y= A, Smaggioreo uguale a 1.
x—x—

4

R. _% <x< —g
X, x+2, x+4 sono tre numeri naturali. Determinate in N il pill piccolo numero che rende vera la
proposizione: “il doppio del primo aumentato del prodotto degli altri due ¢ maggiore della differenza tra il

doppio del terzo e il quadrato del secondo” R.5
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Determinare l'Insieme Soluzione delle seguenti disequazioni fratte

=

K

o

w
~

=

= =
W
©

3

©o

140

141

=

= = = = = =
ES rS
© o w 'S

[~
O

4

N

143

4

[~
~

=8

150

151

152

153

154

(8]

(8]

[ [ =
o
< o ]

=
($2)
o]

x+2
x—1
x+3
4—x
x+5

2—4x
3x+1

>0

>0

>0

=0

Y —4x+3
_—>
4—-7x

2
x'—x—2

=1
x—2
x—4x+3
A S A
x+5
—X*+4x-3
- = >
x+5
X’ —8x+15
—_—>
x +3x+2
2
f+1 >0
x —2x
4—x*+3x
X —x
4—x"+3x
— >
X —x
x+5
x =25
=2x
5—x
4x+7
3x —x—2
9—y’
2x—x—15
—x'—4x-3

2
6x—x

>0

0

0

0

>0

0

>0

>0
>0
>0

>0

x'=7x
—-x'—8
_
X 4+2x+1
=3
—xX’—4x—8
¥ 4+2x+3
—x'—4
3)2—12>0
x =9

>0

>0

>0

>0

a0
—3x"+3x+18
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IS =(—00;—=2) U (1,+x)
LS. =(-3,4)
IS =(—o0;=5) U (7 ;4+0o)

1=}

w2
N | —

I.S.:[erR x<% \% 15x53]

IS={x€ER| x<—2V —-1<x<2V x>3|

IS ={xeR| —1<x<1V x>2}
IS.={x€R| x<—5V 1<x<3}

LS. =(—00;=5)U(1,3)

LS =(—0;=2)U(=1,3)U (5,+o)
[S.=[x€R| x<0 vV x>2]
IS.={x€R| —1<x<0 V 1 <x <4}
1S.=(-2,2)

LS. =(5,+x)

1S.=[xeR| —\5<x<0 v 2 <x <\5|

1S =[xeR|0<x<7|
1S.=[xeR—[—1}]
LS. =|x€R]

1S. =8

1S =(-3;3) U (4,;+o)
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o0

=

= =
o
= o

N

6

163

164

165

166

167

()}
o

R = = =
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=
~
N

173

174

175

176

=

7

B =
]
© ]

=
(o]
o

7

o

181
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5—x

> 4>0 LS. =(—00,;,—2)U(2,5)
-
— 2_
Sx=x=2 1s=[-3:-1ju;2)
2x +5x+3 2
4—-2x
2 5. g 0 IS =|xeR|x<-2 Vv 2<x<4|
X —4X—
2
%m 1S =(=0;—=4) U (=1;0) U (1;+)
X —0X
2
X o4x+3 1S =|xeR|x<L v 1<x<3
5—-10x 2
2
%>O I.S.=[x€|R|—3<x<—l \% x>2}
r—
2
%w 18.=(-2;2)
—X
2_
—z 3XZ+§>0 1S.=(1,2)
X—X —
x’—9
s >0 IS ={x€R| x<-3 vV 0<x<3V x>5]
X —J0X
%>0 IS ={xeR| —6<x<—-4V x>2}
X X —
2
2’;+22>0 15.=(-5;5)
—X
3x’—2x—1 (.1 .
2_ J—
$>0 IS ={x€ER| —7<x<-1V 5<x<9}
X —X
x+2
m>0 I.S.:(2Z+OO)
S5—x
m>0 I.S.:(—OO,'l)U(3,’5)
%>0 I.S.:[xEIR x<—=V 1<x<4]
45—
2
m<0 1S.={x€R 2<x<ZVx>3
—3x+7 3
2
X +2x1+8<o 1S =(~w;—~2)u(—1;4)
—x—
2
XH3x+2 1S.=(—5:-2)U(~1:5)
25—x°
X —x—2
0 IS =[x€R|-2<x<-1V 2<x<3|
X—X
9—x°
m<0 IS.=|xeR|x<-3 Vv —3<x<-2V x>3|
X
6x—2x
ﬁ>o LS. =(—o0;=2)U(0,2)U(3,+x)
_ 2
2xmdx 1.8.=(—o0;—4)U[0 ;L |u(3,4 0]
X +x—12 2
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_ 2
16 x2>0

S5x—x
1—x’
X H2x+3

x’=2x
X +1
8—2x°
3x—x"+4
6x°—6
100 x*+100 x
1+x?
3x +x
X’ +3x+3
4x°+3
125+4x’
128 +2x°
X’ +4x+4
>
x —4x+3
x’—5x+8
R —
x —2x+1
4x—-3
x+6

—2x+3>0

<0

>0

<0

<0

>0

<0

0

0

>0

3x—x
4x*—3x
¥ —2x—8
4x—x*+5
2—<0
x —9x+20
54+42x

<0

> <
—2x +14x+16

5x—2x*—10
B — >
x +3x—28
X' —6x+9
D —— >
8x—7x
3x%4+2x-8
6 X +19x+15
3x*—5x-2
P s — >
4x"+8x—5
4x—4
2x°=3x+2
3x—4 -0
2x —3x—14
—7x+6
X +10x+25

—3+3§>0

0

0

0

<0

3
x—4x

IS.=xeR|x<—2 v -2<x<1V x>3]

LS. =[x€ R

IS.=|x€R|x<—4 Vv 0<x<4 V x>5

IS =xeR|x<—-1V x>1]|

LS. =(~0,;0JU(2;+x]

1S:=

(=2;—1u(2,4

1S.=xeRjo<x<1|

1S.= xEIR‘—%<x<O}
1S.=R
1S =0

IS =|xeRx<1V x>1]

[Sﬁﬂ—w;—6ﬂ)%;+w)
1
I.S.:(o,-E U(3,+ o)
_ 3
18.=(-2;0)uU T4

IS.=[xeR|x<—1V 4<x<5V x>5]

1S = xEIR‘—%<x<—1 v x>8]
1§:=(—7;4)
8
LS:=(0,;,=
o:f]

I.S.={xEIR‘—2<x<—§ VvV —

1

18.=(— 1)

18.=(-2;2)uU

LS. =

x€R

%;+w

6}
x> =
7

1

3

_<x<_

2

x<—% \Y% —§<x<§ vV x>2

LS.=[x€R[x<0 Vv 0<x<1V x>4]
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P 6. Sistemi di disequazioni

Problema

Nell’equazione x*—(k—3)x+k’~3k+1=0 , determinare per quali valori del parametro k si ottengono

soluzioni reali e concordi.

Abbiamo gia affrontato un problema di questo tipo discutendo le equazioni parametriche di secondo grado e

dunque sappiamo che la richiesta del problema esige che il discriminante (A) sia non negativo affinché le

soluzioni siano reali e che il prodotto delle stesse sia positivo. Pertanto il problema ¢ formalizzato con un
A>0

sistema di disequazioni: | ¢
a

K —6k+9—-4k+12k—420
>0 K =3k+1>0

Risolvere il sistema significa trovare 1’insieme dei numeri reali che sono le soluzioni comuni alle
disequazioni che lo compongono.

Risolviamo separatamente le due disequazioni del sistema; indicati con L.S., e I.S., rispettivamente gli
insiemi soluzione della prima e della seconda disequazione, I’insieme soluzione del sistema ¢ dato da
LS. =1S.,NLS., (insieme intersezione degli insiemi soluzione delle due disequazioni).

. d,:—3k+6k+5>0 disequazione di secondo grado avente
A
I° coefficiente negativo e 2224 positivo; la parabola .
rappresentativa ¢ del tipo rappresentata in figura con / \
- -
x1:3 26 \/x2:3+2\g quindi % d i
3 3
LS. ,=1x€R 3—2\/6st 3+276
3 3
. d,: kK’=3k+1>0 disequazione di secondo grado avente I°
coefficiente positivoe A=5 positivo; la parabola
rappresentativa ¢ ¢ del tipo rappresentata in figura con
3-\5 346
xI:TVxZ:T quindi x\/u >
I.S.1=[x€|R x< 3 _2\/§Vx> 3+2\/§

Per determinare 1’Insieme Soluzione del sistema rappresentiamo in un grafico gli insiemi soluzioni delle
disequazioni risolte e visualizziamo 1’insieme formato dai valori che soddisfano contemporaneamente sia
I’una che I’altra: sull’asse reale depositiamo i valori numerici trovati e rappresentiamo su righe distinte i due
insiemi soluzione: gli intervalli in cui cadono soluzioni della prima e della seconda disequazione
rappresentano 1’Insieme Soluzione del sistema.

3-206 3-45  3+45  3+2V6
3 2 2

3-2+6 3-\5_ 345 3+2+6
3 <x< 5 Vv 5 <x=< 3

_ [3—2J€;,_3—J§)U

1S, = xeR
1 [x 3 2

3+5 3+2+6
2 3

Problema
Esiste qualche valore reale per cui le due funzioni f,= xt=x+x—1; fr= x'—8x assumono
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contemporaneamente valore positivo?

x'=x’+x=1>0

x'—8x>0

Essendo le disequazioni polinomiali passiamo attraverso la scomposizione in fattori per determinarne la
soluzione

I problema ¢ formalizzato nel sistema di disequazioni:

cherisulta 7.S.,=(—o0;—1)U(1;+o)

o dyx*-8x=x(.... —8) = x(tene.. | )>0 completate applicando il procedimento
che T3 <) L

cherisulta 7.S.,=(—00,0)U(2,;+o)

Completate lo schema per determinare 1’insieme soluzione del problema.

-1 0 +1 +2

>

LS = . Attribuite il valore di verita alla proposizione:” 3 ¢ il primo numero naturale che
rende positive entrambe le funzioni assegnate”.
Dallo schema ottenuto potete anche ricavare 1’insieme dei valori reali che rendono entrambe le funzioni
negative? Se la risposta ¢ si, datene la rappresentazione come intervallo nUmMerico. ............cc.oevveveennnnn..

2x"=9x"+10x—3<0
x4 x+1

X —x
3—4x<0
Il sistema ¢ formato da tre disequazioni; risolviamo separatamente ciascuna disequazione:

. 2x—9x’+10x—3<0 di terzo grado, quindi procediamo alla scomposizione in fattori del
polinomio al primo membro. Applicando la regola del resto si determina x=1 come zero intero
del polinomio; con la regola di Ruffini procedete alla scomposizione e verificate che risulta:

d;: (x—1)(2x’=7x+3)<0 studiate il segno dei singoli fattori:
. fiix—120 — ...
e f,:2x’=7x+320 di secondo grado con il I° coefficiente -..... e A=
positivo, quindi X, =......... VX, = e /220 per ...oocoiiiiinn. .

costruite la tabellina dei segni e determinate 1.5.,

PLEN Determinate I’insieme soluzione del sistema: >0

P
2
X +x+1 . . L .. :
. d,: —5——=0 disequazione fratta, quindi determiniamo il segno del numeratore e quello del
X —x
denominatore
. N: x’+x+1=0 disecondo grado col I° coefficiente ............. e A=......... negativo,
quindi la parabola rappresentativa € ...............cevveeieninnnn.. e dunque N > 0 per qualunque

x reale, mai uguale a zero.
. D: xX’—x=x(x*-1)>0 — x-(x+1)(x—1)>0 e studiando il segno dei singoli fattori
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fiix>0
frix+1>0 - x.........
fi0x—=1>0 - x.........
e completando la tabella dei segni otteniamo D>0 per —1<x<0V x>1
completiamo con la ricerca dell’ .S., : essendo il numeratore positivo per qualunque valore

reale, la frazione ¢ positiva quando ¢ positivo il denominatore, quindi
J S PO ]

3
* Infine risolviamo d5: 3—4x<0 di primo grado per cui x> 7

Ricordiamo che la ricerca dell’Insieme Soluzione del sistema si effettua determinando 1’insieme
LS., N LS., N LS. individuabile attraverso il grafico:

1 3
-1 0 T 7 1 3
H H H H H H F
o — s o
“o—
d; —
LS
Scegli la risposta corretta:
[A] 1=x<3 [B] 1<x<3 [C] 1<x<3 [D] 1=x=<3
1 1
—>
x x-3 1
XA} Verificate che ’insieme soluzione del sistema: {3x—1-2x*<0 ¢ LS. = (0, 5|V (2,3)
xX’=6x+5
—>0
2—x
Determinate I’insieme dei valori reali che rendono vera la proposizione composta
3 2 2x+1 3
.n — — > " =|-2:- :
prt X=5 P —14xz0 A D> LS. =[-2;-1)U[7 ;+ )
x'—8>1
IPLEN Determinate I’Insieme Soluzione del sistema: > ; T < % 1S.=(—o0;—3]
X’ =1<0

2
x(x=3)>3 (%—2 x)
IFXEN Per determinare qualche soluzione del sistema 3cl7 basta I’insieme N dei
—

1
24x2 X l>5 2
X 3 3X

naturali? Se la risposta ¢ affermativa, esprimi per elencazione gli elementi dell’Insieme Soluzione.
1.S.=(3,4,5]

2
x—4>0 B B I
2Ly [x_5<0 LS.=[xeR|x<—2V 2<x<5]
2
211 IR 1S.= erR‘§<x<3
x—2x"<—10 2
4x—x>>0 I
212 IS = x€R[3<x<4
[3x2(x—3)>0 [xeR|3<x J
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X’ +5x+6<0
2x+5<0
3x—x"—2<0
x?>49
x—2>0
x—=1>0
—x’<0

[
|
[x —4x+4320
-

x—4x+4>0
x<6

1—x°<0

x4+ 6x+9<0
x<?2

x*+1>0

X +6x+9<0
x<?2
4x—x*—3<0
3x=2

2x°<8
—xX*+5x>—6
x*(9—x")<0
x’=4x+3)(2x—4)>0
x—x2<1
)(x*—4)(x*—2x—8)<0
.#—64<0
2x*—x—1<0
3x+7>0
x’—=10x+9<0
2x°—x—1<0
3x+7>0
x'—=10x+9<0
x?=10x+25>0
x<7

x*—10x+25=0
x<7

o —

’Ja
><

—_———— Y

x’—4x+3<0
x'—4>0
¥ 4+1>0
x—1>0

—5x+6<0
x2=1>0
x> +1<0

x—1>0

I.S_:{xelR‘—3st—%]

1.S.=[x€|R|x<—7 \ x>7}
1S.=|xeR|x>2|
1.S.=[x€|R|x<6}

IS.=[xeR|x<-1V 1<x<2V2<x<6

1S.=0

I.S.:[xEIR|x:—3}

1.S.=[x€|R

W

Sx<1\/x>3]
15.=|xeR|x=0|

I.S.Z{xEIR| I<x<2V x>3}

18.=[xeR|2<x <3V 4<x<8|

1S.=[xeR|x=1]

1S.=0

18.=|xeR|x<5V 5<x<7

18.=(xeR|x<7|

18.=|xeR|2<x<3]
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x2=2x+1>0
x245x=0
x2+1>0
x2=2x+7>0

¥ =2x+1>0
x2+5x>0

x24+x423>0
x2=2x+7>0

x2=3x+2>0
x2—3x4+2<0
2x°=x—1>0
x2=2x>0

x> —3x+2<0
x2—4x+4<0
x2—x+ 10>0
x2—=2x<0

¥ —3x+2<0
x2—4x+4<0
¥ —3x+2>0

x2—4x+4>0

1S.=[x€R|x<—-5V x=0]

IS.=[xeR|x<-5V0<x<lVx>1

1S.=0

1S.=|xeR|x=2]

18.=[xeR|x=2]

Disequaziont 33



www.matematicamente.it - Matematica C3 — Algebra 2 — 4. Disequazioni di secondo grado

Copyright © Matematicamente.it 2011
@ @ @ Questo libro, eccetto dove diversamente specificato, ¢ rilasciato nei termini della

licenza Creative Commons Attribuzione — Condividi allo stesso modo 3.0 Italia

il cui testo integrale ¢ disponibile al sito
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/it/legalcode
Tu sei libero:
di riprodurre, distribuire, comunicare al pubblico, esporre in pubblico, rappresentare, eseguire e recitare
quest'opera, di modificare quest'opera, alle seguenti condizioni:
Attribuzione — Devi attribuire la paternita dell'opera nei modi indicati dall'autore o da chi ti ha dato 1'opera
in licenza e in modo tale da non suggerire che essi avallino te o il modo in cui tu usi l'opera.
Condividi allo stesso modo — Se alteri o trasformi quest'opera, o se la usi per crearne un'altra, puoi
distribuire l'opera risultante solo con una licenza identica o equivalente a questa.

Autori

Anna Cristina Mocchetti: teoria, esercizi
Claudio Carboncini: coordinamento, trascrizione
Antonio Bernardo: coordinamento, esercizi
Gemma Fiorito: teoria

Francesco Daddi: esercizi

Germano Pettarin: esercizi

Alessandro Albertini: esercizi

Grazia Petrone: correzioni

Lucia Rapella: correzioni

Nicola De Rosa: correzioni

Collaborazione, commenti e suggerimenti
Se vuoi contribuire anche tu alla stesura e aggiornamento del manuale Matematica C* o se vuoi inviare dei commenti

e/o suggerimenti scrivi a antoniobernardo@matematicamente.it

Versione del documento
Versione 1.6 del 24.09.2011

DiseqQuAzioNt 34



